DFT - Diskrete FoOurRIER-Transformation

Im Abschn. 9.4.2 wurde die Fourier-Transformation einer nichtperi-
odischen GroBe x(f) beschrieben, die im gesamten Zeitbereich be-
kannt sein muss; bei den Beispielen und Aufgaben im Abschn. 9.4 ist
x(¢) innerhalb der Impulsbreite » mathematisch definiert und auBer-
halb der Impulsbreite b ist x(f) = 0.

Wird nun aber x(f) gemessen und ist nicht als Funktion definiert, so
liegt fiir die Impulsbreite b eine endliche Anzahl von Abtastwerten
x, vor. In diesem Fall kann die Spektraldichte nicht mit der Gl. (9.40)
berechnet werden. Es ist jedoch mit der diskreten Fourier-Trans-
formation (discrete Fourier transform, DFT) mdglich, die Spektral-
dichte Sy ndherungsweise zu bestimmen.

Wir wihlen 2N +1 Abtastwerte in gleichen Zeitabstinden 7, und
legen den Zeitnullpunkt in die Mitte der Beobachtungsdauer 2N 7, .
Bei der Berechnung der Spektraldichte S tritt eine Summe an die
Stelle des Integrals in der Gl. (9.40) und es wird beriicksichtigt, dass
die Spektraldichte Sy nicht mehr fiir jede beliebige Frequenz f, son-
dern nur fiir k£ Frequenzwerte f, = k f, vorliegt:

N .
§d(fk) =2 X, e J 2 kfit, Ty
n=-N

Der Kehrwert f, des Abtastintervalls 7, wird als Abtastfrequenz be-
zeichnet. Die Spektraldichte S, braucht nur fiir die Frequenzwerte
i =k fymit 0 < k < N berechnet zu werden, denn fiir die Werte mit
negativer Ordnungszahl £ gilt:

Sa(f) = S3(fo)

Die Spektraldichte S, ist mit f, periodisch. Wegen dieser Redundanz
konnen ihre Werte nur fiir Frequenzen im Bereich —f,/2 < f; < f,/2
berechnet werden. Aus diesem Grund darf die Funktion x(f) keine
Frequenzen enthalten, die groBler als f,/2 sind. Diese Forderung ist
das Abtasttheorem von SHANNON:

Damit ein Signal aus dem diskreten Spektrum rekonstruiert wer-
den kann, muss die Abtastfrequenz mindestens doppelt so grof3
sein wie die hdchste, im abgetasteten Signal enthaltene Frequenz.

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so kommt es zu einer Signalverfal-
schung, die als aliasing bezeichnet wird. In der Praxis filtert man das
Signal mit einem Tiefpass, dessen Grenzfrequenz kleiner als f,, /2 ist.
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